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摘要:应用西多霍夫损伤模型和断裂力学耦合分析方法，探讨了单向受压的翼形裂纹，推导出混凝土翼形裂纹损伤

区与断裂区的边界方程，确定了混凝土翼裂纹初始损伤区和断裂区的径向尺寸，最后确定了不同翼裂纹倾角的起

裂点坐标，为研究混凝土翼裂纹的扩展提供了新的可行性思路。
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Study on Boundary Equations between Damage Zone and Fracture
Zone for Wing Cracks in Concrete
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Abstract:The wing cracks due to unidirectional compression in concrete were analyzed by coupling the Sidoroff damage
model with fracture mechanics. Boundary equations between damage zone and fracture zone were derived to determine the
radial sizes of initial damage and fracture zones due to wing cracks. Finally，the coordinate of initial cracking point of differ-
ent wing cracks was determined and new feasibility idea was provided for study the wing cracks intended in concrete.
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较多实验资料显示，混凝土在失稳断裂前，缝端

存在着类似金属材料塑性区那样的微裂纹区。由于
裂纹方位的不对称和荷载的不对称等原因，在混凝

土结构中经常遇到复合型裂纹，因此复合型裂纹的

断裂扩展研究有着更加重要的理论意义和实用价

值。
用断裂与损伤耦合的方法来研究混凝土的破坏

理论已成为固体力学研究的一个前沿课题。H.
Horri和 S. Nemat-Nasser［1 － 2］及 M. F Ashby 和 S. D.
Hallam［3］提出的滑动裂纹模型( sliding crack model)
得到了不断的发展。滑动裂纹模型认为:当沿主裂
纹的剪应力超过两裂纹面间的摩擦阻力时，裂纹面

将发生滑动，从而导致主裂纹两端翼裂纹的萌生和

发展;翼形裂纹将随着轴压力的增加而不断发展，逐

渐趋于沿主压应力方向扩展。考虑到材料的复杂
性，研究单条裂纹是远远不够的，需要考虑多裂纹相

互作用的影响。近年来，许多学者都取得了很多有
意义的成果。王元汉等［4］以斜裂纹和翼形裂纹为
对象，分别介绍了压剪断裂和拉剪断裂的计算方法，

以一个单向受压斜裂纹扩展过程，说明两种不同断

裂型式的转换及计算模拟过程。孙雅珍等［5］应用
损伤和断裂的耦合分析方法，研究了混凝土的破坏

过程，确定初始损伤区域与断裂区，用损伤力学的方

法数值模拟了 3 点弯曲混凝土梁的破坏过程。
笔者考虑断裂和损伤的耦合关系，建立了受压

缩混凝土翼裂纹损伤区与断裂区边界方程，并给出

单向受压混凝土损伤形状分布图，最后进行了实例

计算，经过对比，本文研究结果与文献［4］相近。

1 混凝土的损伤本构关系
试验表明，混凝土在单轴压缩下的性能和损伤

状况与单轴拉伸时有显著不同，损伤表现为各向异

性。为了分析各向异性损伤模型，Sidoroff 提出了能
量等价原理，在能量等价原理的基础上，导出了受损

材料的应力、应变和损伤能量释放率。Sidoroff 提出
损伤面的概念，得出各向异性损伤演化方程，令各向

异性损伤演化方程中的损伤因子为相同的数值，转

化为各向同性损伤模型，损伤因子为
［6］:

D =
0 ε≤ ε0

1 － ε0( )ε

2

ε > ε{ 0
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式中:D为损伤因子;ε0 为损伤发生时的应变;ε 定
义为:

ε = (ε1)
2 + (ε2)

2 + (ε3)槡 2 (2)
式中:ε1，ε2 和 ε3 为 3 个方向上的主应变。
式(2)中当应变为负时，取值为 0;即［x］定义

为:

< x > = x x > 0
0 x≤{ 0

(3)

2 翼形裂纹损伤区与断裂区边界方程
建立
在引入损伤以后，裂纹尖端将出现一个连续损

伤的区域，裂纹的扩展是连续损伤的集中化发展引

起的，在损伤区的外面才是无损区，裂纹扩展的过程

就是裂纹尖端附近材料逐渐损伤引起的损伤区与断

裂区移动的过程。
将混凝土梁简化成平面应力问题，设受压缩载

荷作用后，梁中斜裂纹在两裂纹尖端都扩展了一定

长度，形成了如图 1 的翼形裂纹。

图 1 受压缩载荷作用下的翼形裂纹板
Fig. 1 Plate with a wing crack under compression

设裂纹物体受垂直压力 σV 和水平压力 σH 的

作用，主裂纹长为 2 a，两端子裂纹长为 l，它们之间
夹角为 θ。
对图 1 所示情形，Nemat-Nasser 和 Horii［7］用复

变函数方法计算过裂纹尖端的应力强度因子，后来

又给出了其近似公式
［8］:
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式中: l* 是相对翼形裂纹的长度［2］，l* = 0. 27a;τeff

表示主裂纹上的有效应力，且:

τeff = τ + μ σ
式中: τ和 σ分别为主裂纹面上的剪应力和法向应
力，如式(5):

τ = 1
2 (σV － σH)sin2β

σ = 1
2 ［(σV － σH) + (σV － σH)cos2β{ ］

(5)

对图 1 所示的平面应力状态下 ε3 < 0，取图 2 所
示的裂纹尖端极坐标系，可推导出式(2)中定义的
ε:

ε = 1

槡πrE
K2
ⅠA11 + K2

ⅡA22 + KⅠKⅡA槡 12 (6)

A11 = cos
2 φ( )2 (1 － μ) 2 + (1 + μ) 2 sin2 φ( )[ ]2

A12 = sinφ［(1 － μ) 2 + (1 + μ) 2cosφ］
式中:E为杨氏模量;υ为泊松比。
将式(6)代入式(1)，得到翼型裂纹的损伤区和

断裂区边界方程:

r = 1 － D
ε2
0πE

2 K2
ⅠA11 + K2

ⅡA22 + KⅠKⅡA( )
12 (7)

图 2 裂纹尖端坐标系
Fig. 2 Coordinate system of crack tip

3 实例分析
3. 1 单向受压的混凝土梁翼形裂纹
图 3 表示当 σH = 0 时的混凝土梁受力示意图。

图 3 单向受压的翼形裂纹板
Fig. 3 Plate with a wing crack under unidirectional compression

D = 0 为损伤区与无损区的边界，D = 0. 75 为断
裂区与无损区的边界。按照最大周向应力理论及其
它实验结果，取断裂角 φ01 = 70. 5°。如图 4 所示，当
子裂纹倾角 φ01 = 70. 5°时，画出斜裂纹不同倾角的
损伤区形状。
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图 4 不同倾角翼裂纹损伤区(D =0)的分布
Fig. 4 Distribution of damage zones due to wing

cracks at different angles

以主裂纹倾角 β = 54°为例，画出翼裂纹尖端的
损伤场，如图 5。

图 5 β =54°时裂纹尖端损伤等值线分布
Fig. 5 Isoline distubution of damage zones near crack tips

when β =54°

3. 2 翼裂纹起裂点的坐标
为了说明本文的计算方法及过程，选用单向受

压的翼裂纹混凝土试件作为算例。将表 1 中的几何
及物理参数代入式(7)。
取第二次扩展的开裂角 φ02 = － 4. 7°［4］，则计算

得出:r = 0. 199 m。
表 1 混凝土试件的几何与物理参数

Tab. 1 The properties of the concrete specimen

名称 数值

裂纹长度 2a /m 0. 5
荷载值 σ /Pa 1. 05 × 106

损伤应变 ε 35. 7 × 10 －6

主裂纹倾角 β /(°) 54
弹性模量 E /Pa 32. 4 × 109

材料泊松比 μ 0. 197
损伤因子 D 0. 75

所以当主裂纹倾角为 54°时，混凝土试件翼形
裂纹起裂点的坐标为(4. 7°，199 mm)，这与文献
［4］的结果接近。

4 结 论
从以上分析可以得出:

1)混凝土在受压载荷作用下，由斜裂纹扩展成
为翼形裂纹。笔者应用西多霍夫损伤模型和断裂力
学耦合分析方法，以单向受压的翼形裂纹为例，探讨

了翼形裂纹损伤区与断裂区的边界方程。
2)讨论并确定了混凝土翼形裂纹起裂点的坐
标，通过与其它理论结果的比较，验证了本文方法的

正确性。
3)按断裂损伤耦合理论，对混凝土单向受压翼
形裂纹损伤与断裂区边界方程进行分析的初步尝

试，同时为研究混凝土翼裂纹的扩展提供了一个新

的思路。
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