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摘要：在具有Opial条件的Banach空间中获得了非扩张映象的近似耦合不动点和耦合不动点存在定理． 
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自1987年 Guo DaiuIl G．Lkshmikanthan⋯提出了 

混合单调映象及其耦合不动点概念以来，虽然国内 

外许多作者对这一课题在理论和应用上都进行了广 

泛的研究乜 】，但基本上都是在半序 Banach上展开 

讨论．由于半序的限制，使得在理论上的深入和应用 

上的拓广都造成诸多不便．本文完全取消了 Banach 

空间半序的限制，引入二元非扩张映象近似耦合不 

动点的概念，并把文献[5]中的 opial条件推广到积 

空间上去，以此为工具，用近似耦合不动点逼近不动 

点，获得了一般的 Banach空间中非扩张映象的耦合 

不动点的存在性定理，推广了已有的结果． 

设 为Banach空间，在 X×X中引入通常的线 

性运算，并定义范数 

ll( ，Y)ll =(1l ll + ll Y ll )V 

(1≤P≤+∞) (1) 

可使 X×X成为 Banach空间，记为(X×Y) ．令 

T( ，Y) = (A( ，Y)，A(Y， ))．若 V e > 0， 

j( (e)，Y(e))∈ (X × ) ，使得 ll T( (e)， 

y(e))一( (e)，Y(e))ll <e，贝0称( (e)，y(e)) 

为A的e一近似耦合不动点(或 的e一近似不动 

点)．称(X× ) 满足 Opial条件，如果对任一弱收 

敛于( 。，Y。)∈ (X× ) 的序列 {( ，Y )}，都有 

liminf J J( o，Yo)一( ， )lI <liminfll(戈，Y)一 

( ， )ll ， 

V( ，Y)∈ (X× ) ，( ，Y)≠( 0，Y0) 

引理 1 设 为 Banach空间，A：(X× ) 一 

是压缩映象，则 A在(X×X) 中存在唯一耦合不 

动点( ，)‘ )，且 V( 。，Y。)∈ (X× ) 迭代列 

{( ， )}都收敛于( ，Y )，其中， =A( 

一 1)， =A(Y 一1， 一1)，(／1．=1，2，⋯) 

证 设 T( ，Y)=(A( ，Y)，A(Y， ))，由A的 

压缩性易证(略)． 

引理2 设 为Banach空间，G c X是非空有 

界闭凸集，A：G×G— G是压缩常数为h∈(0，1) 

的压缩映象，若存在( 。，Y。)∈ G×G，使得 

ll T( 0，Y0)一( 0，Y0)lI< K(G× G)(1一 

h)／2 (2) 

其中，T( ，Y)=(A( ，Y)，A(Y， ))，K(G×G)= 

inf{ll P。一P2 lI，V P。，P2∈a(G×G)}>0 则 

A在G×G中有耦合不动点． 

证 设 r=K(G×G)／2，则开球 B(( 0，Y0)， 

r)c G×G，由式(2)，V e<r，使得 ll T( 0，Y0)一 

( 0，Y0)ll≤(1一 )̂e<(1一h)r，从而 V( ，Y)∈ 

(( 。，Y。)，e)，由 的压缩性有 

ll T( ，Y)一( 0，Y0)ll≤ lI T( ，Y)一T( 0， 

Y0)ll+ ll T( 0，Y0)一( 0，Yo)ll 

≤ h ll( ，Y)一( 0，Y0)ll+(1一 )̂e 

≤ 艇 +(1一 )̂e=e 

又由 (( 。，Y。)，e)的完备性，根据引理 1，存 

在 ( ，Y。)∈ B(( 。，Y。)，e)使 T( ，Y )= 

( ，Y )，最p =A( ，Y )，Y =A(Y ， )． 

引理 2得证． 

注 1 引理 1，引理2分别推广了文献[4]中的 

定理5．1—2和定理 5．1—4的结果． 

定理 1 设 G是Banach空间 中的非空有界闭 

凸集，A：G×G— G是非扩张映象，则 V e>0，A 
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在 G X G中存在e一近似耦合不动点． 

证 设 ( ，Y)=(A( ，Y)，A(Y， ))，由条件 

了( o，Yo)∈ G X G及R>O，使 B(( o，Y0)，R)c 

G X G，且 V e：0<e／R<1，则映象(1一e／R)T是 

压缩的，根据引理 2，(1一e／R)T在G X G中有不动 

点( (e)，Y(e))，于是 

I1 T( (e)，Y(e))一( (e)，Y(e))I1：I1 T( 

(e)，Y(e))一(1一e／R)T( (e)，Y(e))ll=ll ( 

(e)，Y(e))ll e／R<e 

即( (e)，Y(e))为 A的e一近似耦合不动点． 

定理2 设 是满足Opial条件的Banach空间， 

C c 是非空弱紧凸集，A：C X C—C是非扩张映 

象，则 A在C X C中有耦合不动点． 

证 设 T( ，Y)=(A( ，Y)，(Y， ))，由 满 

足Opial条件，则按式(1)定义的范数，显然(X X ) 

也满足Opial条件．事实上，设 V{( ，Y )}c(X× 

) ，且( ，Y )弱收敛于( 。，，，0)∈(X X ) ，则易 

知 弱收敛于 o， 弱收敛于y0，由于 满足Opial 

条件，则有 

liminf lI 。一 ll <liminf lI 一 lI V ≠ 

o ，liminf ll Yo一 ll<I liminf lI Y—Yo ll V Y≠Yo 

由此并利用式(1)，得 

liminfll( o，Yo)一( ，Y )lI =liminf(1l 。 

一  +ll Yo一 )“ <liminf(1l 一 + 

ll Y—Y )V ≤ liminf ll( ，Y)一( ，Y ) ， 

V( ，Y)≠( o，Yo) 

即(X X X) 具备 Opial条件． 

C X C c(X X ) 弱紧凸，则 C X C必包含一 

个有界闭凸集 K，使 在K c C×C满足定理 1的 

条件，根据定理1，V n∈|『v， 在K c(x×x) 存在 

1／n一近似耦 合不动点 序列 {( ，Y )}，使得 

ll ( ，Y )一( ，Y )ll <1／n，贝0有lim ll T( ， 

)一( ，Y ) =0，由 C X C的弱紧性，不妨设 

( ， )弱收敛于( 。，Y。)∈ C×C． 

我们证明 ( 。，Y。)=( 。，Y。)，用反证法． 

若 ( 。，Y。)≠( 。，Y。)，由A的非扩张及(X X 

) 的Opial条件有 

liminf ll ( 。，Y。)一( 。，Y。)ll≤ liminf ll 

( 。，Y。)一( ，Y )lI < liminf lI ( 。，Y。)一 

( ， )ll≤ liminf ll ( 。，Y。)一 ( ， )ll 

矛盾，故 T( 。，Y。)= ( 。，Y。)最口 。= 

A( 。，Y。)，Y。=A(Y。， 。)．定理 2得证． 
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Ab!出国d：In this paper，we have obtained approximations couple fixed point ofnOlltO_．xps／K~i've mappi~ and the existence theorems ofco~ea 

fixed pointin Banach sp∞e ofopical condition． 
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